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Comportement itdratif des fonctions g multiseuil 
E. GoLns ET J. OLIVOS 
Departamento deMatematicas, Universidad de Chile, 
Casilla 5272, Correo 3, Santiago, Chile 
It is shown, for a finite set, E, of real numbers, and a function A from E ~ to 
E ~, whose components form a set of symmetric increasing threshold functions, 
that the repeated application of /1 leads either to a fixed point or to a cycle of 
length two. 
I .  INTRODUCTION 
Dans ce travail, nous nous int6ressons all comportement it6ratif de fonctions 
multiseuil. Ces fonctions ont connues dans la littdrature (Gutierrez et Moraga 
1974), en particulier, dans le cas binaire, en th6orie des automates (Tchuente 
(1977), Shingai (1979)) et dynamique des groupes (Harary and Cartwright, 
1956; Robert, 1978). 
Pr6cis6ment, nous ddmontrons que le comportement it6ratif de telles fonctions 
est trbs simple: convergence en un hombre fini de pas vers un point fixe, ou vers 
un cycle de longueur deux (il ne peut y avoir de cycle plus long). 
Dans un travail antdrieur, nous avions d6montr6 ce r6sultat pour le cas de 
fonctions 5 seuil binaires (Goles et Olivos, 1979). Ce qui nous int6resse ici, 
c'est de construire un outil permettant d'ftabl ir  le r6sultat dans le cas g6n6ral 
des fonctions ~ multiseuih cet outil repose sur la manipulation de suites p6rio- 
diques pr6sentant certaines propri6t6s combinatoires non 6videntes. Par ailleurs, 
les hypothbses que nous prenons sur ces fonctions ~ multiseuil, pour avoir le 
r6sultat, sont assez raisonnables (des contre-exemples sont exhib6s lorsqu'on 
sort de ces hypothbses). 
I I .  PRESENTATION DU PROBL/~ME 
Soit E = {01 ..... 0~} off les 0 i sont des rdels non n6gatifs. 
Consid6rons l 'application 
A: E ~ ~ E ~ 
y = (y l  ,..., y~) ~ (¢1(y),..., ¢~(y)),  
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off chaque 6i est une fonction ddfinie par 
avec 
¢,(y) = 
Oi, si ~ aijy~ < fia i
j=l 
: 
Oi~ si ~ o~ijy ~ < lSk i
5=1 
j=l 
aij e ~, ~iJ = ~'i pour i, j e {1 .... , n}, ( I)  
f i /  < fi2' < "'" < fi~,-~, f l /  ~ R, I e {1,..., s~ - -  1}, 
Oix < Oq < ... < 0%, Oi, ~ E, 1 ~ {1,..., s~}. (2) 
On dira alors que A est une "fonetion ~ multiseuil, sym6trique t eroissante". 
Remarque. La propri6t6 (2) impl ique les relations uivantes: 
<( ,  < <(++)+. < 
J=l #=1 
~+jy; ~< ~ ~+;z; ~ ¢+(y) ~< ¢+(~), 
j=l j=l 
mais la r6ciproque n'est pas vraie, dans le cas d'6galit& 
Dans ce papier on d6montre que le comportement, en r6gime stationnaire, de 
l' it6ration 
yr+l ~ 2yr, 
est d6crit par le th6or~me suivant: 
r = 0, 1 .... ; y0 E E n 
THI~ORI~ME. I~tant donn& une application A dt multiseuils, sym~trique, croissante, 
alors, pour tout y ~ E n, il existe s ~ pn tel que 
2,+~y = Asy. 
Pour le d6montrer, il nous faut d'abord quelques d6finitions et rdsultats 
pr61iminaires. 
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i i i .  Dt~FINITIONS ET P, ESULTATS DE BASE 
Comme E ~ est un ensemble fini, au bout d 'un nombre fini de pas, l ' i t6ration 
conduite sur A aboutit  ~ un r6gime stationnaire, c'est-~t-dire pour tout y E E ~, il 
existe s, T~ N, T > 0, tel que 
A*+ry ~- d~y et A~+~'y # dSy pour tout 1 < r < T. 
Ceci nous permet de d6finir, pour chaque y E E n. la matrice des &ats en r6gime 
stationnaire 
X(y ,  T) = " = (Asy, AS+ly,..., As+r-ly) 
\x.(O) "" x .~(T- -  1) 
I1 est 6vident que pour i ~ {1 ..... n} 
xi(O) = 6~(xl(T --  1) ..... xn(T --  1)), 
x,(l + 1) = 'e(xl(1),..., x•(l)) pour l ~ {0 ..... T - -  2}. 
Appelons xi la i6me ligne de X(y ,  T) et Yi la p6riode associ6 ~t xi (n6cessairement 
Yi divise T). 
Soit S - (x 1 ..... Xn} l 'ensemble des lignes de X(y ,  T) et d6finissons l 'op6ra- 
teur 
L : S x S -+ [R 
T--1 
(x i ,  x;) --+ o~ij ~ (xj(l + 1) - -  xj(l - -  1)) xi(l), 
g=O 
off les indices l ~ {0 ..... T - -  1} sont pris module T. 
LEMME 1. (i) L(xi , x;) + L(x~ , xi) = 0 pour i, j ~ {1 ..... n}; 
(ii) Si y~ <~ 2 alors L(x~, x;) = 0 pour j E {1,..., n}. 
La d6monstrat ion d6eoule directement de la d6finition de L et de la sym&rie 
des ~iJ" | 
n 
Soit W(xi) = Z ;= lL (x i ,  xj) pour i e {1,..., n}, il est facile de voir que 
T--1 
~(xi)  = ~ (~iq + 1) - ~,(l - 1)) x,q) 
Z=O 
off 
j=l 
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Notation. ?&ant don&s deux vecteurs 
a = (a(O), a(2),..., 424, 
6 = (b(-1), b(1) ,..., b(2k + l)), 
on note [a; 61 = xi=, a(B)(b(2s + 1) - b(2s - l)), de m&me si on Ccrit 
a = (a(I), a(3) ,..., a(2R + 1)) et 6 = (6(O), b(2) ,,.., b(2k + 2)), on note 
[a; 61 = f 42s + l)(b(2s + 2) -- 42s)). 
82 
Nous nous intkressons au signe de Y’(zi) lorsque yi > 3. Pour cela on dhcompose 
Y(xi), a l’aide de la notation introduite ci-dessus, de la manikre suivante: 
Y&) = [(q(O), X42),..., q(T - 2)); (q(T - l), cQ(l),..., Ui(T - 3), CQ(T - l))] 
+ K%(l), 43)V.V %(T - 1)); (4& %.(2)>..., %(T - 2), %(O))l 
si T est pair 
= [(x,(O), x,(2) )...) q(T - l), Xi(l), x,(3) ,..., Xi(T - 2)); 
(ui(T - I), ~~(1) ,..., oi(T - 2), oi(0), 42) ,..., ai(T - 3), ui(T - I))] 
si T est impair. 
On va Ctudier le cas T pair, le cas impair se traite de fayon analogue. 
Remargues. (1) On va donner quelques propriCk% de I’opbateur [ ;], 
appliquk au vecteur (xi(O),..., x,(T - 2)) (pour le vecteur (xi(l),..., x,(T - 1)) 
1’Ctude est la m&me). 
(2) Si le vecteur (x*(O),..., x,(T - 2) est constant 
( x,(21) , 
alors il est Cvident que 
C(‘%(O), ‘%(2),..., x,(T - 2)); (ui(T - I),..., oi(T - 3), ai(T - l))] = 0. 
Sinon, on peut toujours supposer, sans perte de g=!AralitC, que deux termes 
conskcutifs sont difftkents. En effet, s’il existe I E {0, 2,..., T - 2) tel que 
x422) = xi(2Z+ 2), alors 
[(%(%.., x,(T - 2)); (ui(T - I),..., oi(T - 3), ai(T - l))] 
= &%(O),..., 424, x,(21 + q,..., x,(T - 2)); 
(q(T - 1) ,..., ~421 - l), 0422 - 3) ,..., oi(T - l))]. 
(3) En plus, on peut toujours supposer, g une permutation circulaire 
p&s, que oi(T - 1) > 42s + 1) pour s E {O,..., T/2 - 2}, ce qui revient k 
dire que xi(O) > x,(2$) pour s E (I,..., T - 2/2). 
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(4) Dans  la suite, on va repr6senter  le vecteur  (xi(O) ..... x i ( r  -- 2)) poul 
une l igne po lygonale:  
xi(0) 
x~(4) 
4 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  T-2 
~ i(o) 
I xi(T-2) 
I 
I 
I 
i b T~O(modT) 
FIG. 1 
LEMME 2. 
avec 
alors 
Soit le vecteur (xi(O), xi(2),..., xi(2m)) tel que 
xi(O) > xi(2) > "'" > xi(2r) < xi(2r @ 2) < "" < xi(2m) 
.{ (T -  1) > ~{q) 
~{(2m - -  1) > ai(1) 
pour l e {1 ..... 2m- -3} ,  
pour l e { l ..... 2 r - -3} ,  
[(xi(0) ..... xi(2m -- 2)); (¢{(T - -  1),..., ~i(2m -- 1))] 
< [xi(0); (a i (T -  1), ai(2m - -  l))] 
= x~(0)(~,(2m - -  1) - -  ¢i(T --  1)) ~< 0. 
Ce que l 'on peut  repr6senter  par:  
xi(o) 
~xi(2) 
"' xi(2r+2) / 
x i (2r -2 )  I 
I I I 
2 . . . . . . . .  2 r -2  2z" 2~+2 . . . . .  2m-2 2m 
FIG. 2 
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Ddmonstration DuLemme. Par r&urrence sur m. Pour m = 2; soit 2 = 
(xi(0), xi(2)), 0 = (¢ i (T -  1), ai(1), ai(3)) avec xi(0) > xd2 ) < xi(4) et cq(T -  1) > 
adl ) ,  a i (T  - -  I) ~ a~(3) 
[2; 5] = Xi(0)(adl ) - -  a~(T - -  1)) -? xd2)(ad3 ) - ad l ) )  
xi(0) 
. . /~ j  xi(4) 
I 
W 
I 
I 
0 2 4 
FIG. 3 
mais x,(4) > xi(2) impl ique (par d6finition de a~) ai(3) > ¢i(1) on a donc 
[2; o] < xdO)(~i(3) - ~,(T - -  1)) ~< 0. 
Supposons que)le lemme soit vrai pour m, et d6montrons-le pour m + 1. On a 
donc 
x~(O) > x~(2) > '-. > xi(2r ) < xd2r ÷ 2) < "" < xi(2m) < xd2m + 2) 
avec 
~i(T - -  l) > oi(l) pour lE{1 ,3 , . . . ,2m- -  1} 
le{1,  3 ..... 2 r - -  3}. ~r i (T--  1) >~ai (2m@ 1) et ai(2m@ 1) >cr i ( l  ) pour 
Prenons k ~ {0 ..... r - -  1} l ' indice le plus grand tel que 
~i(2k - -  1) ~> ~i(2m - -  1) 
(il existe puisque a i (T -  1) > a i (2m-  1)), alors le vecteur (xi(2k), xi(2k ~- 2),..., 
xi(2m -- 2)) v~rifie les hypoth6ses du lemme: 
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xi(0) 
tP"" -~ x i (2  ) 
[ • . 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
l 
I 
b 
x~(2k)  
~ xi(2k+2) 
". 
I 
l 
[ 
I 
I 
I 
~ x.(2m) 1 
2) 
xi(2r-2 ) . ' "  t I 
~ ;i(2~+2)1 I 
1 I 
I x I I I I 
F IG .  4 
D'autre  part 
[(x,(O) ..... xi(2m)); (o i (T  - -  1) ..... ~i(2m q- 1))] 
= xd2m)(~i(2m + I) - -  ei(2m - -  1)) 
+ [(xi(0),..., xi(2h - -  2)); (~(T  - -  1),..., ~(2k - -  1))] 
+ [(xi(2k),..., x~(2m --  2)); (~,(2k - -  1); .... c~(2m --  1))] 
et par hypoth&se de r6currence 
[(x~(0),..., xi(2m)); (cr~(T-- 1),..., ~,(2m + l))] 
< [(xi(O),..., x~(2k - -  2)); (~ i (T -  1),..., g~(2k - -  1))1 
+ x~(2k)(~r,(2m - -  1) - ~(2k - -  1)) + x,(2m)(cr,(2m + 1) - -  cr~(2m - -  1)), 
comme ei(2k - 1) /> ei(2m - 1), alors xi(2k) ~ xi(2m) et du fait que gi(2m @ 1) > 
ei(2m --  1), alors 
[(x~(0),..., xi(2m)); (a i (T  - -  1) ..... a~(2m + 1))1 
< [(xi(O) ..... x~(2k - -  2)); (e i (T  - -  1),..., ~i(2k - -  1))] 
+ xi(2k)(ai(2m + 1) - -  ~(2k - -  1)) 
mais comme xi(2) > xi(4) > "-" > xi(2k - -  2) > xi(2k), alors 
[(Xi(0) . . . . .  x~(2m)); (a i (T  - -  1),..., a~(2m + 1))] 
< x~(0)(ai(1) - -  adT  - -  1)) + xi(Zk)(~r~(Zk - - 1) - -  cr~(1)) 
-q- xi(2k)(ei(2m + 1) - -  ai(2k - -  1)) 
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ce qui entraine: 
[(x,(0) .... , xi(2m)); (~/ (T -  1),..., ~(2m q- 1))] 
< xi(0)(Gi(l) - Gi(T - -  1)) _L x,(2k)((,~(2m q- 1) - -  ae(1)) 
et comme xi(O ) > xi(2k ) et cq(2m -k 1) > ~i(1), alors 
[(xi(O),... , xi(2m)); (a i (T - -  1) ..... ai(2m -~ 1))] 
< x,(O)(ai(2m - /  1) - -  ~(1)) ~< 0. | 
Dans le cas plus g6ndral: 
xi(O) xL(2) 
xi(2k) 
I 
I 
1 
t 
1 
I 
I 
I 
. . . . .  2k  
f xi(2m) 
, xi(2k+2) . xi~(~- i2) 
"'. .'" I I 
x£(2r-2) / xi(2r+2) [ I 
I I I 
I I 
I x I ' I I 
FIG. 5 
On d6duit une borne du [ ; ] en util isant le lemme 2 pour le vecteur (xi(2k),..., 
xi(2m)), ce qui donne le r6sultat suivant: 
LEMME 3. 
avec  
et 
Soit le vecteur (xi(O) ..... xi(2m)) tel que 
xdO ) > xd2 ) > --- > x~(2r) < "" < xd2m )
a i (T -  1) > a~(l) pour le{ l , . . . ,  2m --  3} 
~ i (T -  1) >~ ai(2m - -  1); 
alors il existe k ~ {0 ..... r - -  1}, le plus grand entier tel que 
[(xi(0),..., x,(2m - -  2)); (a i (T - -  1) ..... ~,(2m - -  1))] 
< [(xe(0),..., x,(2k)); (cr,(T - -  1),..., ~(2k  - -  1), a~(2m - -  1))] ~< 0. 
Ddmonstration. Directe du lemme 2, en l 'applicant au vecteur (xi(2k),... , 
x,(2m)). | 
643/45/3-7 
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Prenons maintenant le vecteur complet (xi(O),..., x i (T - -2 ) )  et supposons 
qu'il air p maxima locaux: 
{xi(O), xi(2kO,... , x/(2k~_O} 
~(o) 
i xi(2k2 ) 
I 
t 
I 
I 
I 
,1 '1 . . . . . .  
0 2k  I 
x (o) 
I 
I 
I 
2k 2 2k2  2kp_% T~0(modT 
FIG. 6 
LEMME 4. Si le vecteur (xi(O),..., x i (T -  2)) admet au moins un maximum 
local alors 
[(x{(0),..., xi(T -- 2)); ( cq(T -  1),..., (~{(T - -  3), ai(T - -  1))] < 0. 
Ddmonstration. Par r6currence sur le nombre p des maxima. Pour p = 1, 
il n 'y  a qu'un maximum local qui est done xi(O): 
xi(O) 
xi(T-2) 
x . (2r -Z)  . " 
f~k  ~i(2r+1) 
I I I , 
. . . . . . . .  2r-2 2r 2r+2 . . . . .  T-2 
FIG 7 
xi(o) 
].. 
T~0(modT)  
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On obtient le r6sultat directement du lemme 2. ]~tant vrai pour p, on le d6- 
montre pour p @ 1, en 61iminant le maximum local xi(2hl) par utilisation du 
lemme 3: 
xi(O) 
xi(2) 
I 
I 
I 
r 
t 
I 
. . . . . .  2k  
%/ 
. . . . . .  2k i 
F IG .  8 
x~?. .  P . . . .  
. . . .  2k2  - - - 
Dans Fig. 8 on 41imine du [ ; ] le sous-vecteur (xi(2k t- 2),.., x i (2k  1 - -  2)), 
donc on se ram6ne 5 la ligne polygonale: 
xi(O) >'bX?. 
I • + 
1 
J 
r 
I 
F 
t 
i 
I 
t 
t 
2 . . . . . . .  2k 
xi(2k p 
x . (2k)  
t ..... 
I 
I 
I 
t 
I 
I 
I 
2kl . . . .  2k 2 " . .  
F IG .  9 
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et le nouveau vecteur, (xi(O),... , xi(2k), xi(2kl),..., xi (T  - -  2)), n'a que p maxima: 
{x,(0), xd2k~),..., x,(2k~_l)  
ce qui d6montre le lemme. | 
Maintenant, en util isant les propri6t6s de [ ; ], on pent 6noncer le lemme de 
base pour la d6monstration du th6or~me: 
LEMME 5. Soit i E {1,..., n} tel que 7i >/3,  alors 
kV(xi) = ~ L (x i ,  xj) < O. 
Ddmonstration. Supposons T pair (pour T impair, la d6monstration est 
analogue), alors on pent 6crire 
hV(x~) = [(xi(0),..., x i (T  - -  2)); (adT  - -  1),..., a i (T -  3), (r,(T - -  1))] 
+ [(xi(1),..., x , (T  - -  1)); (a,(0) ..... a~(T - -  2), ai(0))]. 
Comme 7i ~ 3, alors au moins un des deux vecteurs (xi(O) ..... x i (T -  2)), 
(xi(1),... , x i (T  - -  1)) n'est pas constant. 
Supposons (xi(O) ..... x i (T - -  2)) non constant, donc du lemme 4 
[(xd0),..., x i (T  - -  2)); (a i (T -  1) ..... a i (T -  3), ai (T  - -  1))] < 0. 
De m6me, si (xi(1),..., x i (T -  1)) n'est pas constant, de fagon similaire aux 
lernmes 2, 3, et 4, on a 
[(xi(1) ..... x , ( r  - -  1)); (ai(0),..., ai(T - -  2), a,(0))] < 0. 
Si par contre (xi(1),..., x i (T  - -  1)) est constant, il est clair que 
[(xdl),..., x i (T  - -  1)); (~,(0),..., ai(T - -  2), a~(0))] = 0 
donc on a bien W(xi) < O. | 
IV. D~MONSTRATION DU THI~OR~ME 
Soient y ~ E ~ et X(y ,  T) sa matrice associ6e. Supposons T >/3,  et soient 
J2 ~- ( iE  {1,..., n}/7i ~ 2}, 
J3 = (i ~ (1 ..... n}/T, >~ 3}. 
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Comme T ~> 3, il existe au moins une ligne x i de la matrice X(y, T) telle que 
Yi ~> 3, donc l'ensemble J~ est non vide. De plus 
T(xi) = 0 pour i~J2 (lemme 1), 
T(xi) < 0 pour i E J~ (lemme 5), 
on a donc 
i=1 i=1 j=l 
mais, comme Lcs t  antisym6trique (lemme 1), 
i i i 
i=1 i=1 j= l  
ce qui est une contradiction, donc n6cessairement yi -~< 2 pour tout / ~ {1,..., u}, 
ce qui implique T ~< 2. | 
V. CONCLUSIONS 
1. Si on enl4ve l'hypoth6se de sym6trie (~ij = ~Ji), on peut exhiber des 
fonctions qui ont des cycles de longueur sup6rieure ~ deux. Prenons l'exemple 
suivant: soit E = {0, 1, 2} 
2: E 3 -+ E 3 
Y ~ (¢1(Y), ¢2(Y), ¢~(Y)), 
~I(Y) = 0 si Y2 +- 3y3 ~ 1 
=1 si 1 ~<y2+3y~<3 
=2 si ]<~y2+3Y3,  
¢2(Y) = 0 si Yl + Y3 < 1 
= 1 si 1 ~y l+y~<3 
=2 si 3 ~<yl+y~,  
~a(Y) = 0 si --Yl + Y2 < 0 
=- 1 si 0~<- -ya+y2<2 
=2 si 2~- -yx+y2.  
On a donc le cycle suivant: 
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(1,1,1) ) (2,1,1) 
(2,2,0) 
FIG. 10 
2. Le th6or&me reste valable si l'application A est "d6croissante", c'est&-dire: 
Pour chaque i e {1 ..... , n} 
#? < #~ < ... < #'~,_,, 
Oi 1 > Oi 2 > "'" > Oisi" 
La d6monstration est similaire, en changeant le sens des in6galit6s. Par contre, 
si A n'est ni croissante, ni d6croissante, on peut avoir des cycles plus longs. Par 
exemple: 
Soit E = {0, 1, 2, 3}, et l'application 
¢1(Y) -- 2 
=1 
=0 
=3 
A(y)  = o 
-----2 
¢~(y) = o 
=1 
=2 
On a donc le cycle suivant: 
h 
(0,2,2) 
(1,1,2)~ 
RECEIVED: March  26, 1980 
A: E 3 -~  E 3 
y -+ (¢,(y), ¢,(y),  ¢~(y)), 
si Y2 + Y3 < 1 
si 1 ~<y2+y3<3 
si 3 <~y~+y~<5 
si 5~<y2+y3,  
si Yt + Ya < 1 
si 1 <~ Yl + Y~ < 3 
si 3 ~ Yl "71- Y3, 
si Yl + Y2 < 0 
si 0~y~-ky~<2 
si 2 ~y l - l -y2 .  
,, ~ (0,1,2) 
(1,1,1) 
5 
FIG. 11 
A 
> (o,L1) 
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